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1. Indledning.

J(J5() : 3

Bestemmelse af pæles hæreevne kan i princippet ske p å tr e forskel
lige m åder, n emlig :

1. ved sta tisk b eregni ng p:i hasis a f e n eksperimen tel b estemmel se
af jordens Io rsk ydningsstyrku, c, og frikt ion svinkel <p .

2. ved d yn amisk beregning ved hj ælp af en rammeformel.
:1. n -d provebelastning.

Praksis j d ag er - eller burde være - den, at prøvebelastninger
ved a lle opga ver over e n vis størrelse benyttes til k ontrol af d e ved d e
Io førstnævnte m etoder op n åede resulta ter.

Ved pæle i ler - fas t moræneler d og undt aget - lægges h oved
va-gte n p å den sta tis ke heregning, d els fordi d en giver god nøj agtigh ed,
d els fordi m an nu ved hj ælp af vingeberet p å nem og billig m åd e kan
skaffe s ig pålideli ge oplysninger 0 111 jordens forskydningss tyrk e .

Ved pæle i san d er den sta tis ke bcregning a f flere gru nd e m in dre
an vendeli g. For d et Iors te er d et e n ret kompliceret sag a t b estemme
sa n dets friktionsvinkel, hvad ente n d et forsøges in situ elle r i labnra
toriet. For d et and et er bæreevnens afhængigh ed a f friklionsvinklen
m eget stej l og en d nu kun m a ngelful dt belys t. så led es at m an ikke se lv
m ed kendskab til fr ik t io ns vin k len ka n fo rv ente sæ r lig go d nøjagtighed .
Endeli g er d en dynamisk e m etode særdeles si m p el og nogenlunde
pålidelig, når d et drejer sig o m sa nd, h vorfor rammeformlerne stad ig
vi l find e ud st rakt pra kti sk anvend else i dette tilfæl de.

Der er im idl ertid i tidens lob fre msat et stort a n la l fors ke llige form 
ler, d er giver vid t forsk elli ge resultater anvendt på sa m me p æl, og m an
m å se lv i den moderne litt eratur led e for gæves efter e n rationel hchand
Iing a f og sa m men ligni ng mell em a lle di sse formle r.

Xærvæ rcnde a rt ik el er resultatet af et fors og p å a t ska be lidt orden
i d ell e kaos . Dell e er sket tid s p Il basis af en dimensionslos frem
stilling a f d e vigtigste ranuneform ler og en sa m men ligni ng m ed 78
b el ast n ingsfo rsog m ed tilhørende ranun edata . d el s p å basis af en d i
m ensi on slos svingn ingsteoretisk und ersugeise af se lve ranu nep rocessen
m ed en numeri sk integr ation af d e for (len n e gældende differenti al 
lign in ger. De vigtigst e resultater af d ell e arbejd e er i korthed følgende :

1. Nøj agtigh ed en af de formler . d er på rati onel m åd e tager he nsyn til
p æl en s elasti ske d eformati oner, e r pra kti sk talt den sa m me.

~ . Der Cl' opstillel en ny form el. d er er lige s å nøjagtig som d e bedste
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a f de h id til kendte for-mler og væ sen tlig si mplere for anve ndelse i
pra ksis.

:L Der er påvist en til fred sstillend e overensstem melse m ellem d e bedst e
a f d e u ndersogte formler og d en p rincipielt me re kor re kte sving
n ingsteoretiske a n a lyse.

4 . Der er opstill et s im p le rati onell e kriteri er for d en nød vendige vægt
af ramslaget og d en till adelige fa ld højde.

2. Forudsætninger. Dirnensionsbetragtninger.

Spændingsforh old en e i en pæl und er ra m n ingen er så komplicered e,
a t en eksa kt b eh a nd ling er praktisk uigennemførlig, bl. 3 . fo rd i m ange
proble mer i forbind else h er m ed . som r. eks. h elmis og jord s d eforma 
tion er und er h u r tige spænd ingsva r iatione r m ed sto re a m plitud er . næppe
n ok kan beha ndles teoreti sk en dn u . Det er d erfor nød vendi gt selv i
en teoreti sk b ehand ling af sporgsm ålet a t ops tille forenkled e for udsæt
ni nger; bortset fra hensy net til ove rhove d et a t k u n ne a na lysere p ro
hl emern e kan d er i d enne forh in d e ise henvises til , at den pra ktiske
ra m n ings proces i reglen m edfører så s tore usikkerhed smome nte r hl. a .
ved b estemmelsen a f d en tilført e rammeen crgi, a t forøget nøjagtigh ed
" cd anve ndelse a f m ere forfined e teorier o fte kan b live ret illu so r isk .

Arbejdskurve lor iorden

Q

z,

z
Fig. 2.

Der ses i det følgende bort fra pælens ovcr flad cm odsta nd, hvilket e r
forsvarligt , d a k u n pæl e i sand (a ltså spids bære n d e pæl e) betragtes .
Del anta ges e ndvidere , at sp id smodstand en afhæ nger a f p æl espid sen s
bevægelser som a ng ivet p å d en p å fig. 2 viste a rbej ds k u rve . sa m t a t
pæl emat er jul et og m at eria let i en eve ntuel r ammepude folger Hookc 's
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lov. Foru d en d e ela stiske og plas tiske kraftst c rrelscr, d er er impli 
cerede i d e ovenfor nævnte forudsætninger. tages d er hensyn til in erti 
k ræfterne pl\ ramk lodsen og i pælen . Derimod ses der bort fra en ergita b
hidrorend e fr a f. e ks . plasti sk d æmpnin g: i pæl en og rummepude n
sa m t hys teresc i ram m ep u d e. pæl og jord. ligesom d er S(~S h ort fra
in ertikræ fterne i jorden, sa m t s pæ nd inge rne hidrorende fr a d en s ta tiske
væg t af p æl og ramklod s.

Id et r amslaget rammer [Jad en . udløses en spæ nd ingsho lge i pæle
top pen hi d rørende fra r a m klodsen s brem sn ing. Den bevæger sig n ed
ge n nem pælen . sa m tid ig med a l d enne begynder d en n ed ad rett ede
b ev ægelse . Ved d elvi s reflek si on af spændingsho lgen fra p æles pids og
pæl etop ops tå r d er e lastiske sving ninger i pælen, sa m tid ig m ed a t d en
bev æger sig n ed ad med afta gend e hasti gh ed , id et d en efte r hå nd e n
bremses a f sp idsmod sta n dcn . ~å r d en n edad re tted e b ev ægelse er sta nd 
set, er d er stad ig svingninger i p æl og jord, da d e iføl ge d e gjort e forud 
sæ tn inger ikk e dæmpes.

Hammeprocessen i d en p å fig. 1 viste pæl besk r ives fu ld stæ nd igt,
id et m an a ngi ver b evæ gelser Z ( po sitivt n ed ad rett cd e) og tr ykk ræfter P
i eth ver t pæl esnit til eth vert tidspunkt.

p = F ( X,T)
Z = G( X. T )

( 1)

Disse ud tr yk er naturligvis forskelli ge for forskellige pæl e; d et er
im id ler tid kl art , a t m an ved h ctragtn ing af a lle mulige pæl e (d . v. s.
a lle m uli ge sæ t :II' param et rene L, A., E, rl, H' , H , k, k' og Q) ka n find e
gru p per , hvor d er s:\ a t sige s ker d et sa m m e, bl ot i forskellig m ål estok ,
Dette vil væ re tilfæ ldet, h vis all e kr æfter og d eformationer er liged a n 
ned e i ligcdan heli ggende pæ letværsnit til liged a n b eli ggende tidspun k
ter ( Ile t ka n f. e ks. tæ n k es, a t a lle processer fo r lo her d obbelt så h urtigt
i en mod el som i prototypen ; i modell en ska l man d a b etragte h alvt
så sto re tidsintervalle r som i protot ypen for at få overensstemmelse).

Det se s umiddelba rt, at p..ole tvæ rs nitte ne s be liggenhed , d . v. s. a f
sta nd e m ålt la ngs pælens akse k a n gives længd eenheden L . a lts å
f. eks. X = .r: L ; liged an b eli ggende p unk te r har d a sa m me æ-væ r -d i
for a lle p æle .

Mens d e r ent geo metr iske forh old i pæl en er hest erul af længd em åle
sto kk en L , vil d efor m ati onerne i forskellige - ik ke n ødvendigvi s geo
m etrisk liged annede - pæ le desuden væ re a fh ængige a f p ælemateri a 
lets ela stisk e egens kab er 111 . Y . , såle d es at de formationerne ikke kan
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mål es med I~ som en hed. I stedet m å vi in d fore p å forh ånd ubek endte
d eformations-, k ra ft- og tidsmål estok ke og lad e d isse h estemm e a f
formen a f d e hestem mende kræfter. Alle d e format ion er X. a lle kræfter
p og all e tider l' udt rykk es a ltså på forme n :

Z = :So.
p = pOo

og T = 11'0.

h vo r indeks O angiver, at d er er tal e om en fol' pæ len karakterist isk
s tørrelse (må lesto kk en ) . mens d e sm å bogsta ver b etegn er d imensions 
lose proportionalitetsfuktore r, d er er ens for dynamisk liged ann ed e p æl e.

Dynamisk liged a n neth ed m ell em to pæle Cl' så ledes ensbetyd ende
me d . a t d er til eth vert værdi sæt af d l' uafhæ ngig varia ble (ol". I ) sva rer
sa m m e værdisæt a f d e a fhængig va riable (z . p) i d e to pæl e . .

Det ses Id . al d ynamisk liged a n neth ed m ed fo rer. a t forho ld et m ell em
lo vilk å rlige k ra ftstorreise r i sa m me pæl er cus for liged anned e pæle.
n å r d er b et ragtes liged a n heligge n de tvæ rsnit og tid sp u n kter i d e for
s kellige pæle. Denne rela tio n b en ytt es i d et n ed en st åend e til ops tilling
af hensigtsmæssige ud tryk for So. Qo og To.

A . E L A ST I SK E K HÆ FT E H P,ELE N

Da b evægel sen a f et p æl etvæ rsnit ka n skr ives so m zSo. er d en
specifik ke sa m m e ntry k n ing af en stræ kn ing af pælen proportional m ed

~ ~L ; trykkræfterne i pælen er alts å proportion a le m ed AE L ' og d et te

gæ lder også d ifferen sen m ell em tr y k kræft erne i to n ærtliggende p æl e
tvæ rsnit d . v. s , d en elastisk e k raft ptl (h-t m ell emliggende legeme. For
liged annede p æle er propo rtio n a lile tsfak to ren til d enne stø rrelse d en
sa m me. og størrelsen C l' d erfor et udtryk for Qo udtry kt ved d e for
clustisk e kræfter kara kt er istiske størrelser.

So
00 = .1E-.

l .

Il. I :" EHTI KH Æ;FT E R I PÆLE:"

(2)

Belragte s sa m me legeme so m under A., ses det. a t d ets accelera tion

So
el' proport ion a l m ed - .

1'5
Dets 111fi SSC er proportiona l m ed (lAL. såled es at in crtikraflcn p å

legemet bliver proportional m ed
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(3 )

00 hes temt på d e Io m åd er ska l naturligvis væ re d en sa m me, hv ora f
folger, a t

" L L
10 = - - = -

I/~ a '

hvor a er lydhasligh ed en i pælen . Dette resultat ka n også ud led es
d irekt e, d a tid sm ålestokken e for to fo rskellige pæle øj ensy nligt m å stå
i el såda n t forhold til hinand e n , at fø rs te spænd ings h olge n år n ed til

foden a f p æl en for sa m me værdi a f l ,

C . I N E R TI K H IE FT E R PA HA:;\IKL ODSEN

Harrikl od sens fa ldener gi er cc\VH ; en vis d el af d enne energi omsæ ttes
lj l elastis k en erg i i p æle n , id el ram klodsen. d er påvirk es a f en kraft
proporti on a l m ed 00. b ev æger sig el styk ke p roportionalt med 80 .

I
Fuld energien kan altså sættes proporti on al m ed 2' Qo-.f;)o ( m ultip lic eret

m ed int egr al et a f e n dimensionslos funkti on) . P roportion ali tetsfa k lo ren
vælges lig med 1 for a lle p æle. hvorefter Qo og SO Cl' entyd igt d efinered e :

QoSo = 2 cdVH .

Ved sammenlign in g m ed (2) fås hera f:

/
AE

00 = l 2 ex; IVH-i
og

J
/ I

So = / 2 ex; WH - ' .
;IE

(5)

( G)

(7)

Men s ramk lodsen afgiver s in fa ld en ergi til pælen. er dens ac cele-
So IV

ra tion proporti onal med 2; dens masse er - . så ledes al inerti kraften
T o g

W So
er proporti onal m ed - -:;; . For liged a nned e pæl e sk a l d enne stø rre lse

g I ii
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IVSo IV IV
divid eret 11lCd Qo væ re det sa m me, alts å - 2- = - - = - = k on-

gT"Qo e gAl . IVp

stant. En nød vendig hetin gelse for at to pæ le er ligedanned e er
derfor, at

Cl' den sa m me.

IV.
lV = -

IV

D. JOR D E N S BÆREE VNE

(8 )

Den ne s tørrelse er betegnet med Q. Dyn amisk ligedanneth ed kræ
ver, at

er den Sa n 1l 11C.

Q
'1 ~

Qo
(9 )

E . ELA ST I S K KRA F T FRA JOR D E !,;

Ifølge definitionen af h ullasttall et k (jfr. fig. 2) er d en e las tiske k raft
fra jord en proportional med kA.So. Analogt I11cd det ovenfor an givn e
ms, at

kASo

Qo

L
k ~ = 11

E
(10 )

skal væ re ens for ligedannede pæle .

F . ELA STI S K KRAFT I RA:\IM EPUDE N

Denne størrelse er pro portional me d k'ASa. Li gcdanncthcdsb etin
gelsen kræver a na log t, at

n ' = 1/ L
E

( 11)

er ens for d e b et ragtede p æl e.
En gruppe liged annede pæle kan så ledes ka rakteriseres ve d para

metersættet (q, lU, Il, Il ' ) . og ifø lge det fore gåend e cr di sse størrelser
alene bestem mend e for ramningsp rocessens forløb . ( 1) kan derfor
skrives :

og
p ~ F(», l; q, W. Il. 11 ')

z = G(x, l ; (j, lV , n , n i).

( 12)

(1 :3)



128 HY G1'i I ~GS STATI S I\ E ~I En n EL E LS EH l sso::\

Den stø r relse, d er specie lt har interess e under ramningen, er i d enne
fo rhind eise S = d en totale plasti ske ned synkning af pæl en. Den ville
fr emgå af ( 1:1), hvis funkti onen G va r kendt, for ,l" = l og e n d ier
anden fa st værdi af l , a fhæ ng ig af d e øvri ge param etre . Man kun
d erfor skrive:

s =
s
So

{ (q,lV, II, II') . ( 14)

Denne fu nk tionssa mmcnluc ng, hvor q nu kan o p fa tte s so m ua f
hængig va ri a h el , idet va ri ati onen fra pæl til pæl h etragtes , a ngiver d et
a na lytis ke udtry k for d l' s åka ld te rammeformel kurver. Ved d eres hjæ lp
kan bæreevn en for en give n pæl bestemm es, n år den bli vende ( p lastis ke)
d eformation pr. s lag Cl' kend t. Det ska l se n ere vises , h vorl edes man ud
fra et givet pa ra m etersæt w , li, li ' ved n u m er isk integra tio n kan he
stemme d en tilsvarende ranuucformelkurvc, m en forinden sk a l be
tr agtes nogle a f d e a llerede kend te ti ln ærmelser til (1..J. ) , rammeform
lcrne, d er e r ka rakter iseret ved , at d c ved en kle cnergihelrag tninge r
op nå r r ela tivt si mple a na lytis ke u dt ryk fo r ( 1..J.).

Af d e b etragted e fire p a ra metre a fhænger d e to - q og 11 - af jor
d en s egensk a her , m en s m an til P il "i s gra d selv er herre over d e to
a n d re ; det kan derfor være a f interesse nojere a t und ersege d(~ varia 
tioner, man kan forvente i q og II.

O
q er d efin eret som - , hvor Q Cl' sa nd ets hæreevne. SOUl a na logi

00
m ed T crza ghi ' s formel antages a l være givet ved:

O = .~ (0,:1 y J) + (ly d) N = Al'o{l.\' . ( 15)

..Y er her e n d im en sionslus konstant, og det er a n tage t, a l dybde
fuk torcn fJ Cl' k endt y Cl' j o rd ens rumvæ gt og II er pæl ens ned rammede
d ybd e (der er implicit forudsat homogen jord) . I p o Cl' leddet y d nor
m alt af overvejende hetyd ning, så led es a t man har :

IJ
A yd{lN y J)d

--= {3 1Y ,

I/ II'HR
l .

(J()

id et A '" D2. f3 ..Y afhænger a f sa nd ets ege ns k uber og d esuden a f for
hold et d/D. Hammes en p æl ned i j orden , vil q således " o kse propor-
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ticmalt m ed den ned ramm ede d ybde ( forudsa t homogen jord) . Det
sk a l dog hemæ rk es, at d en størrelse, der får in d flyd else under ram 
n ingen , er den d yna mi sk e bæreevne Qdvn - a ltså hæreevnen ved
m eget kor tvarige bel astninger - m ens den stør re lse , der m åles under
del even tue lt p åfø lgende belast n ingsforsog, og so m i hvert fa ld sp ille r
en a fgøre nde roll e for pælens a nvendeligh ed , C l' d en sta tisk e bæreevn e
Qst - gælde nd e for langtidsbelastninger . Del' er ingen gr und til a t
a ntage, a t di sse storre tse r er id entiske; sa ndsyn ligvis er den førstnævnte

mi nd st, og for ho ldet 1lI = Q d kom mer så ledes til al in dgå i fo rm -
Qdy.

lerne ( 12)- (14) so m pa rameter ( ide t m an " ed en eksp eri m entel a fp rø v-

ning a f dem kun kan indsætte q SO lll Qst ). Om størr else n m vides iøv-
Qo .

rigt så god t som in tet p å indeværende tid spunkt, hvorfor der er set
hort fra den, idet det erindres, a t den m å have en vis, ukon troll a bel
indfl yd else.

Parameteren 11, der har relati on til jordens elastiske deformati oner ,
kan vurderes ud fra følgende betragtninger :

For jordens deform at ioner kan a ntage s a t gælde rnodel lovcn :

b _ (PO)"3 (P') (P')- -- { - +g - .
D K po po

( 17)

ps er belastningen pr . a real enhed a f pælespid sen (=~). og po er de

fineret so m i lign ing ( 15) , m ens K. der e r en m ateri a lkonstant, ha r
dimension so m en elastici tetskoe fficient. (), d er er den hyppigst benyt
ted e bet egnelse r. eks. ved fundamenter, er lig m ed Z fo r X = L De to
funktioner rog g er ukendte. Før ste led i ud trykket betegn er de elas tisk 
piastisk e deformati oner i forhi ndeise med sa ndsko rne ne s elastis ke
sa m mentryk n inger, m ens a ndet led rep ræsenterer rent plastisk e defor
mati oner (der formentl ig for en prøvebelastn ing har overvej ende hc
tydning). Deform ati onerne sva rende til før ste led er form entlig del vis
reversib le, m ens a ndet led angiver blivende deformati on er .

Unde r pælera m ningen belastes j orden under pælespidsen op til brud
ved hvert ramslag. Efter nogen tid s ra m ning er der derfor formentlig
ud elukkende tal e om næsten rent elasl iske gc nhe las tn ingcr , hvo r for
der ka n ses ho rl fra det a nde t lod i ( 17) . Fø rst e lcd sy nes i dell e til-

2
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fælde ifølge h cla stningsforsøg på plader foretaget ved Geotek n isk Insti
tu t a l kunne sk rives :

~ = C. (po)213 (1',)2/3= C.(p,)213
D K po K'

( 18)

h vo r c e r en konstant. Som angivet p å fig. '2 Cl' jorden s arbej ds ku rve
ti lnærmet m ed e n r et lini e, m ens d en ifølge ( 18) snarere er e n 2/3 
gra d s parabel. Den re tte linie in d lægges nu s åled es, al ma n får den
korrek te værdi a f d en tola le ops u m me re de elastiske energ i for P =

P br = Q. Delt e e r å ben b a rt ens be tyd en de m ed a t a n tage et ko ns ta nt
forhold m ell em åbr bestem t ve d d en rette linie og ved ( 18) :

db = SL _(SL)2/3.D
, kA ]{A

For at d ell e kan væ re opfyld t ska l :

(y d )l/3 ]{ 213
k - -"-----'--=-

D

( 1Il )

(20)

id el Q so m ovenfor sættes p roportional med Ard. For II fås tilsvarende :

n
L (y d)! /3 Lk - _ ]{2/3 .
E DE

(2 1)

Del se s , a l I l for sa m me p æl k un vo kser propo r tio na lt med kubik roden
a f d en nedrumm ed e dybde , så led es at d en ikk e Cl' særlig føl som for
var ia tio ne r i d enne stør relse ; d er im od va riere r d en om vendt propor
tion al t m ed p æl ens d iamet er. Dette gæ lder ogs å 1.:, SOlU a ltså er langt
fra at væ re en konstant for a lle pæle se lv i sa m me j ord .

Ved d enne parameter moder Jua n løvr igt d en samme vanskelighed
so m ved q . id el det er m eget va nskeligt eksp er-i m ente lt at h estemme
sa ndets a rb ejds k urve fo r hu rt ige bela stn in ger . Forho ld et tr æder h lot
ikke s å tydeligt frem her, d a ma n normalt ik ke hestem mer sandets
arbejdsk urve for e n giv en pæl til in d sæ tte lse a f d et fundne 1J i ramme
formlen ; d esuden er be tydningen a f 1J i det hele taget forholdsvis ringe.
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3. Opstilling af rammejormler,

1:11

Alle ek sis tere nde rammeformler hygge r p å en energihctrag tning , id el
d e m ed forskellige til næ rm elser u d trykk er, a t d en energ i. d er i cet s lag
tilføres pæl en , forb ru ges til e las tisk e og plastiske d eformati oner a f p æl
og jord .

E n crgi regnsk a h ct opstilles for (It-l tid sp unkt , h vor pæl espidsen b e
find er sig j si n dybeste sti lling, d . v. s . når jor d ens p lasti sk e d efor
m alion er p å ni ppet til at h øre op. PIl d ett e tidspunk t vil d en tilførte
energi være til st ed e som ela stisk en ergi E el , kineti sk energ i E ki n og
va rme i p æ len, jord en og ramsla get . Varm eenergien er ige n d a nn et
d els ved hvst c rcsc, d els ved p lastiske d eformationer i d e tre legem er .
Id et vi tager h en sy n til energita b et i ramb ukk en ved ind foreise a f
koe ffic ienten IX . og idet vi yderl ige re sa m men fa tte r hy steresetabet og
energ ita be t fra rumsla gets og p ælens p lastiske d eform at ioner u nder
hetegn elsen »stød ta b et« E st • ka n energilign inge n skrives :

ex II'H = E" + Eu« + E" + E p, . (22)

~ f cd undtagelse a f E pl , d en ti l jord ens pl astisk e d eform a tion forb ru gte
energi, b etegn es a lle led d en e p tl høj re si d e i d enne sa m men hæng so m
»c nergita b«.

De h id til for praktisk anvendelse o pstillede r ammeformler }>ygger
a lle på d en for ud sæ tn ing , at spæ nd inge rne forpl an ter sig m omentant
i pæl , jord og r a mslag, eller a t lyd hastigh ed en er u end eli g stor :

( 2:1)

Denn e forudsætning ka n også u d try k kes ve d , at p æl og jord hetragtes
so m vægtl øse og ramslaget so m uendeli g stift.

Lign in g (~ :l) m ed furer åb enb a r t, a t d en k in eti sk e energi fa ld er bort
på høj re side i energi lign inge n. og a t d en i ramslaget o psa mle d e ela
stiske energi sætte s til nul.

De fleste ra mmeformler forudsætter end elig, a t fr iktio ne n langs p æ
len s sider er lille i rorhold til spidsmods ta n den. så ledes al (2:1) yd er
ligere m edfører. a t a lle p æl ens tvæ rsnit Cl' p åvirk et a f S3 111111C kraft Q.

I d et føl gend e h eh and les nogle f.l a f d l' m est k endte rammeform ler,
u d va lgt så led es, a l d e i r imeligt omfa ng rep ræse n terer d e væsen tligt

2'
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forskelli ge træk ved alle kend te formler. De fleste formler adsk iller
sig nem lig hlot ved at foreskrive forsk e llige værdier for sikkerheds
grade r elle r empiriske korrekt ionsfaktore r .

Den sim pleste af alle rammeformler negligerer sa m tlige energitab

" II'H = QS.

( S A>l DE Il S. 1820 )

(24)

Formlen har kun hi storisk interesse og nævn es hlot for fulds tændig
hed en s skyld .

EYT E LW EI " (c a . 1850) udtryk te energita he ne ved hj ælp af New ton s
stød teori for Io {rit bevægelige legemer . id et han sa tte den s åkaldte
resti tutionskoefficient. e. til nul , svarende til et fuld stændig plastisk
stod, hvorved findes

II'p
" II'H = " II'H' ---- + QS

II'+II'p
eller

II'
"II'H' - - 

II'+ II'p
QS . (25)

Det største fremsk r id t i ru m me form lernes hi storie blev gjort. da
\ V EI S BA CH omkring 1850 indførte det elastis ke energitab pælen :

1 l-
" WH = 2" Q2 AE + QS. (26)

Nor dina nden JAN nli [3J forbedre de t 00 år senere denne form el ved
i rul forclsc a f en empir isk h est em t korrek tionsfaktor n w = {( w ):

l I l-
_ . " II'H = - Q2 - + QS .
nw 2 AE

(27)

Ved indforel sen af denne korrektionsfak tor kan det op nås, at de ve d
ramme form len heregnede bæreevn er bringes til at ligge midt i spred
ningsin tervallet for de ved belastningsforsug hestem te statiske hære
evner . Ved at udtrykke nw so m en funkt ion af LU har m an forsøgt at
tage hensyn til stødta bet. Jx xnus oprinde lige udtryk for nw er :

n w = 1.50 + 0.30 · w . ( 28)



1956 : :1 TORHI-:N SOH E!'\S EX OG D EXT IIAXSEl"': R.UD IEFOnMI. EH

Civi linge n ier Kx u o )I O RT F.:"SI·:X [4] ha r på b asis af ct noget stor-re
antal forsog foresl åe t

/l w = 0, 8 + 0,4 ' IV • ( 29)

Den mest fu ldstændige formel , der i større o mfang ha r været anvend t
i prak si s. er antage lig Hil ey's formel , der tager hen syn til stød ta be t
og til dc elastiske e nergi ta b i pæl. jord og ra mmep ude. Stodtahe t be
regnes e fter Xc wton's stodteor i, og de elastisk e deformation er af jo rden
og rammepude n beregn es ved indforeise af hall astIaIlen e k og k' :

IVp ( l - e' ) 1 Q' L 1 l Q' 1 l Q2
",II'H = ",II'H· + - - + - - -+ - - - + Q5

II' + IV. 2 AE 2 k ,\ 2 k ' A

eller

IV + e2 II'. I Q2L [ F: ( I 1 )1",IVH ' ~ - -'- 1+ - - + - + QS
IV + II'. 2 A F: L k k '

1 L
'7", IVH = C- Q2 _ + QS

2 AE

(30)

(:1I)

'7 = (32 )

c= 1+ E (~ + ~) = 1+ ~ + ~ .
L k Il Il Il '

(3 3)

For no r male rammeheti ngelser vil man ill g . CIlELLlS [2] og ALLIS [1]
kunne sætte e = 0,4 .

HIl. EY anbe faler egentlig, at den elas tiske deformation af pælen og
jorden m åles ved et simpelt arran gem ent under se lve ramningen . Der
er imidl ertid ikk e ofTcntliggjort nogen dokumen tation for, at man her
ved opn år nogen forhe dring af nøja gtighed en , og der Cl' heller ik ke
nogle af de publicered e forsøg, der ind eh o lder sådanne m ålinger,
hvorfor man ved undcrsogelscn af formlen er hen vist lil at benytte de
værdier for k og k' , der angives i litteraturen.
Disse er:

Træpæl e
.J ernb clon pæle

k = 2, 8 '10' kg/cm 3

k' = 2 ,8 ' 102 kg /cm3

1,1 . 10' kg/cm3 < k' < 5,5 ' 10' kg/cm3
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Va riationen i k' for je rnbetonpæle svarer til forsk ellige ko ns tr uk tioner
af ramhatten. Desværre indeholder de benyttede forsøg ing en op lys 
ninger Ol U dett e punkt, og vi er derfor også her h envist til a l benytt e
en mid d elværd i, d er er sa l til

k ' = 2,8 '102 kg/cm".

(3 1) adsk ille r sig io vrigt k un fra Hi ley ' s oprindelige for m el d erved.
at man ve d ber egningen a f pælens elastiske sa m m entry k n ing ha r
anta get, a t hele rammemod standen er en spidsmousta nd ; forskell en er
u den betydning.

Engin eering News ' fo rm el

I
H'H = QS +- Qe .

2
(34)

hv or de el as tiske defo rmationer af pæl, jo rd og evt, r ammepude til 
nærmes ved den em pirisk fastlagte konstant c. der f. eks. for ra m ning
m ed damphammer sæ ttes til 0 ,2 " og for ramning m ed faldhammer til
2 ", ha r vundet ret sto r udbredelse i udland et. T rod s sin simpelhed
ka n for m len ved passende val g a f konstanten c give ud m ærket nøj agtig
hed , og de t vil d erfor være af int eresse a t inddrage den i d enne under
søge lse . Fo rmlen egne r sig imidlertid ikke i den ops k revnc form til
dimensionslos fr emstilling, hvorfor vi vil give den en noget m odificeret
og sam tid ig væsentlig forbed ret form.

Det er in dl ysende, a t de elas tiske energ ita b o ver ho vede t k un sp iller
en væsentlig roll e ved ret hå rd ram ning, d . v. s . n år S Cl' lill e . Yder
mere er jord ens elastiske deformation an tagelig i a lm inde lighe d lille
i fo rhold til pælens elastisk e sa m men tryk ni ng . Det vil der for være
rim uligt i stedet for c i (34) a t sæ tte pælen s ela stiske deformati on.
når S = O, og der ik ke tages hensyn til andre elastiske ene rg ita b .
Den ne stor reIse, So, k an finde s a f W eisbaehs form el (2G) :

. 1//2" IVHL
:';0 = .

AE

Den er i øvri gt id entisk m ed d en ved diInensionsbetragtningcr
stillede længd eenhed foe be vægelser ( 7).

Vi vil a ltså undersege forml en

01'-
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l
ce W H = Q5 + -QSo ,

2

l as

(3(;)

som vi vil b enævne So-fornl lcn .

Ved anvendelse i p raks is løses formlerne m ed hensyn til Q. All e
formlern e exc lus ivc So-form len kan skrives på forrnen :

t) ' 2 ce W H
Q =

5 +I/s'+?I( 2 ce WH~
AE

(37 )

hvor formlerne kun adskil ler sig ved vurderinge n af paramet rene 'YJ

og (. For formler, der intet hensyn tager til pæl ens elastiske d efor
mationer, er åbenba rt C= O. men s formler, der se r bort fra det m ere
ud efinerlige stød ta b . sætter TJ = 1.

Man har nu for de for skellige for m ler :

Hnmmeform cl I t) I (

Sanders 1 O

l
Eytelwein --- O

1 + 111

W eisbach l l

I l

l 1,5 + 0, 3 III
Janhu - 1

ll w l l

0,8 + 0,4 III

l + e' w l l
Hiley 1 + - + -

1+ 10 II Il '

So-formlen , der lyder
ce W H

Q = 1 / '
5 + - 1 2 ceWH~

2 AE
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ka n ojensynligt ikke in d p asses i d elte skema . Den har d en rent pra k
tiske fordel frem for de b ed ste af d e andre rammeform ler (d . v. s.
d em so m sæ ller 4r= O). at stø rrelsen in d e under kvadratro dslegnet Cl'

kendt på fo rh ånd for en give n pæl og i a lm inde lighed vil være fælles
for et sto rt antal p æle ved en given o pgave, såle d es al d et beregnings
arbejde, d e r kræves f. eks. p å en b yggepl ad s. er d et enk les t I11l1Iige.

4. Dimensionsløs fremstilling.

Alle d e o mta lle ra m mefor m ler k an bringes p å for men ( 14), d . v. s .
fr emstilles dimensionsløst . ved d ivision 111cd

QoSo = 2 " IVH.

~Ian find er d erved folgende udtryk :

Sanders' form el

Eytel wein s fo rmel

\Veisb achs for mel

J anbus formel

Hi lcys form el

So-for mle n

'1 =
2 s

1 l
'1 = - - -' -

1 + w 2 s

'1 = V~-s

'1 = 1/ ~ + ,,2_ 5
n w

'1 = - - 
2 s + 1

Grafi sk a fb ild ni ng af di sse formler ske r mest praktisk ved brug af
d obbelt loga r itm isk papir. I d enne afbildning vil San ders ' formel frem
sti lle en ret lin ie m ed h æl dni ngen - 1. Eytel weins form el vil fr emstille
cn en k elt uend eli gh ed a f d erm ed parallel le rette lin ier b estemt ved
parameteren w . W cishachs formel fremsti ller en kurve, d er for s ~ 00

næ r m er s ig a symptoti sk til Sanders ' form el, svarende til , at n æsten
h ele rammeenergien udnyttes til p æ lens p lastiske ned presning, m ens
d en for s-?- O h a r asymptoten q = 1, sva re n d e til d e n maksima le kraft ,
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d er regn ingsnuessigt kan optræde i pæl en. n å r h ele energien medg år
til ela stisk d eforma tion af denne. .Ja n1m s og Hilcys formler fremstiller
henholdsvis en enke lt og en dobbelt u e nd eligh ed a f k ur ver bes temt
ved parametrene l1 w og 1] og C. Disse ku rver er alle af sam me form SO I11

W eisbachs kurve , h lot I11c d a ndre asy mptoter. E n d elig fre mstille r 5 0

formle n en kurve, der har de su m me asymptoter so m W eisbachs
kurve og i overga ngsom rådet m a ksimalt a fviger en. 20 u/o fra d enn e.

I d en vid ere bearbejdelse er d et im id lerti d upra kti sk a t a rbejde I1lCd
kurveskarer. og v i vil d erfor i Eytelweins , Janbus og H ilcys formle r
indregne pa ram et rene i d e di m cnsionslosc var ia b le. s åledes a t vi kan
fremst ill e h ver a f di sse formler ve d en en kelt k urve.

I Eytelwein s for m el vil vi sætte

q, = q III + Il!

s, = s 111 + IV

og få r da

d er er opteg ne t p å Hg. :L

.Ja n b us for mel sættes

'II = 2 s,

'/2 = q VIlw

S2 = S I/ Ilw

h vorved formlen a ntager formen

se fig. 4.

Endelig sættes Hileys formel

h vorved igen fås

se fig. 5 .



138

~ ,

HYGS I ;\;GSSTATJSK E M EDDEL ELS EH 1956 : 3

<, I I I
Eyle/weins lormel

., - .~ q, _ ,, {f"+":

-,.
..~c

'"
.

·.. . ' .
~

... . ", .' .. . .' ~. . ~ ... '" .. .. .. .
~~

. · .
.

-,-,
.. BelOnpæle

I~+ Slå!pæle
" Træpæle

,

Jon bus lormel
', • •F. Q, -q"iC

. ..
.~. . ' . · .

· o " " , :: ..~ o

· . . .........
~

.
: . .

-,
.. Belonpæ1e -,• Slå/pæle
• Træpæle

C.'

O. '

0,05
00 '

q,
. ,

os

a'

a'

00 '
00\

~O'

0 0'

0,0 5

0 0'

O'

0.\

O.,

a,

Fig. 3.

F ig. 4.

~,

a,

S,
IO

S,
IO



1956 :3 TO RBE:\' SOHE!\'SEX OG DE:'\T II A:"lS E :-;: HA~DIEFOR :\ILE n 139

Hiley, lormel. 1I.. 1IV'fI J -~

o

o o o. • o· .· o . .
:.

R
. .

o ~ .. ,p •
o

r-, .
~r-,

-.. 8eronpæl'e r-.o Træpæle

I I ,
So· lormlen, q :="2s"1l

,
-,,,

o -,. o W• •lboc h " So"~. -----
~ L · ',I

o

~-
o',

o ,
o o "- -,

~,

o o

D~~ :s. ~.
· • o

~· .
+ o " o, ,

"o .r-,",
o Betonpæ le r-,+ Slålpæle
x Træpæle ",

o,

o.,

0.1

0 05
0.01

q
s

o,

o.,

0.,

00'
001

00>

0.01

0 05 "

01

o.,

0.,

Fig. 5.

Fly. 6.

0.'

s,
IO

S
'O



140 B YG:\ I:\,GSSTATlSKE :\I E n D EL ELS E H 1956: 3

So-foru1len kan optegne s uden omskrivn ing, se fig. 6 . På d enne
figur Cl' for fu ld st æ n digh ed en s sky ld ogSll indt egn et Sa nd ers ' og W eis
h achs formler med punkteret li n ie, m e n vi vil i bea rb ejdelsen i ovr igt
se hort fr a dem, da d l' ikke hel' i landet har være t gens ta nd for særlig
op mær kso m hed .

5. Belastninqsiorseq,

Det a fgorend e k r iter -i u m ved bedømmelsen a f d l' forsk ellige ramm e
formler e r n aturligv is overe nsstem melse n m ed udfort c liel astn ingsfor
sø g. Dc betragted e formler vil derfor her bl ive sa m men ho ld t m ed
resulta terne af 78 helastn ingsforso g, hvi s d at a vi h a r h aft adga ng ti l.

Hvert h cl astni ngs forsog er i figu rerne a - G repræsente ret a f et af d l'
indtegned e p u nkter. Det drejer sig fo r a lle forsøgenes ve dko m m en d e
O l U pæle m ed spidsen i sa nd elle r fast m oræneler, og kun s åda n ne
forsag er m edtaget , for h vilk e de tilgængelige oplys n inger om fa tter
a lle d e fo r en e nsa r te t b eh andli ng ned vend ige fa ktorer. Specielt er k u n
med taget for sog, hvo r man ud fr a en arbejdsk urv e ka n definere pælen s
b r udbelastning som helastn ingen sv arende til en tota l d eformation 
elastisk + pl astisk - p å 10 0/0 a f pælens side linie.

På to punk ter h a r vi d og fu ndet det r im eligt at s læ k ke p å k ravet om
fu ldstæ ndige oplys ninger. For d et førs te in d eho lder forsag, hvor ram
ningen er sket m ed Ialdha rnmer, ku n sjælden t op lysn ing om , hvorvidt
d er er r a m luet 111ed saks , eller spill et h a r væ ret tru kk et med . Hvor
intet a n d et h a r været oplys t. er d er r egn et m ed, at kl odsen har truk ket
spille! m ed under fal d et, da d ette er det a lm indeligste . For d et and et
er med taget en cn kelt forsogsserie p å 11 stålpæle. h vor ram klodsens
vægt ik ke har været oplyst, men kun ene rgien pr. slag, \\'H. Ved be
regningen a f stodtabet i d e formler, d er tager h en syn til et så dan t, er
d er d erfor a nve nd t en skøn net værdi a f ramk lodsens vægt : d en herved
introducerede fej l er a n tage lig lill e i forho ld til spred ningen p å resul 
tat erne i øv r igt. og d et e r så ledes ri m eligt a t med tage d isse forsøg p å
gru nd af d en forh ed ring a f m at erialets s ta tistisk e kva litet. d er herved
opnås .

Indsamlingen af d e b enytted e forsøgsr esultat er er i h ov ed sagen fore
taget a f civ iling. K. M O RT E NS E N. sa m t fo r en mi nd re d els ved korn 
m end e af civ ilingeniorern e A :'I: O n E AS l{ ;,\/ UDS E X og SVE:\' NI ELS E X.

Til figur 5 er i ø vrigt at bemæ rk e . at d en kun indeh old er resultatern e
fra 50 forsøg. n eml ig forsøgene m ed træ- eller b eton pæle. H ileys formel
k ræver nemlig for stå lpæle kendskab til pæl etværsnittets form, id et
d et A. d er indgå r i ledd ene m ed k og /.: ' . jo ik ke er st åla re ale t. m en
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snarere area le t af en om p ælen omskrevet konvek s figur (rektange l eller
cirkel) . De benytted e res ulta ter omfa tter ikke oplysn inger om pæle
tværsni ttets form .

Ved bearbejdelsen af forsøgene er regnet med :X = O,S, h vis spillet
trækkes med af ramk lodsen ; i m odsat fa ld 1,0 .

6. En svingningsteoretisk undersøgelse at ramninqsprocessen:

Et p ri nci pi elt m ere nnjagtigt billede af ramningspro cessen fås. når
pæle ns elastisk e egenskaher ind fores p å fys is k ko r rek t m åd e. Under
dc i a fsn it 2 nævnte forudsætninger betragtes a lts å nøjere d e spænd ings
bølger, d er opstår i p ælen un d er ramningen, id el d er d og her a f pra le
tiske gru nde ses bort fra vi rk ninge n a f en eve ntue l ra m hat.

I appendix er metoden, d er m ed forer e n integra tion af hnlgelig ningen
LIllder hensyn ta gen ti l græn sc h clingelser ne i pæ lehoved et og i pæle
spidsen . b eskrevet n ærmere. Ved hj æ lp a f den kan m an for c l givet
parametersæt w, Il (n' er so m n ævnt sa t = oo svaren de til at ra m h a tte n
har h øj d en O eller er uendeli g stiv) b est em m e cn teoreti sk ra m me
Iormcl ku rve, d er så ledes re p ræsen terer d en inden fo r undersøgelsens
rammer mest k orrekte tilnæ rm else til lig ning ( 14) .

S
tosQ50.2QlQ05Q02Q Ol

I I I
Teoretiske rommeformeJkurver
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n .~
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.
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Fig . 7.
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På fig. i er a ng ive t tre rammefurmelku rver . gældende for UJ = 1 og
Il = 0,2 , 2 og (x) . Da d e fundne resultater ikke kan ud trykkes a na
lytisk , og 11 løvr igt ikke er kendt for de betragted e hcl astni ngsforsog,
kan parametren e Il og w ik ke ind d rages i d l' dimensionslose koord i
nat er , sålede s som det er gjo r t oven for ved d e betragted e ra 111111 e
formler. I det almindelige tilfælde er m an alts å nødsaget til a t sa m men
lign e Iorsøgsrc sult ntcrn u m ed en toparam etret ku rvesk are .

Som det fremgå r a f fig. 7, vil m an , dersom det s korm os praktisk .
forholdsvis let ved inter pola lion k u nne optegne kurven svarende til cl
give t pa ram etersæt ( m. n ). når h lot den vandrette asym pto te for
s - -+ O er ke nd t.

q·yær<iicn for asym ptoten er op tegne t på fig. 8 so m fu nktion af IV

og n , id et det henue rk cs , at d l' viste kurver for n oc a nnses af m eget
s tejl e kurver ( ikke vist) . der næsten er sammenfaldende m ed a k sen
n = CX) , og som for /I = OG en der i d l' yderst til ve ns tre angivne p unkter.

Det var n u mu ligt at sa m menligne den fundne kurveskare m ed
bvl astnin gsforsogcne, id et Il beregn edes ud fra de i litt eraturen angiv ne
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k-værdi er. Den fejl, m an h egår ve d at sæ tte k konstant for al jord og
al le pæle (jfr. ligning (20 ) ) , er im idl ertid u kontrollabel , og for enkel
h ed s skyld Cl' d et d erfor va lgt at h etragte a lle h elastningsforsøgen e
som udført IlICd w = 1 og den værdi a f Il ( = 2). der får kurven til a t
ligge om tre nt Blidt i s pre d n ings inte rvallet. Del hcmærkcs , a l m an sand 
sy nligv is ikk e herved find er den korrekte m iddel værdi af Il p å gru n d
af indfl yd elsen fra d e øvrige. ikke bet ragted e parametre.

7. Sammenligning mellem de praktiske formler.

Det er indlysende, a t d e gæ ngse r a mme form ler p å mange væsentl ige
punkter kan gøres til gensta nd for al vorlig kritik . De vigtigst e af di sse
pun kt er Cl' følgende.

1. For udsætn inge n om, at lydha stigh ed en i p æl e ma terialet Cl' u end eli g
og kraften i p æl en følgeli g d en sa m me i a lle pæl en s tvæ rsnit og lig
m ed rumm emodstanden. er langt fr a opfyldt (se fig. 1:\ i appendix) .
Den opsti llede energ ibetragtn ing Cl' der fo r fundamentalt fo rkert.

2. Anvendelsen af Newtons stødteori p å p æl eramning C l' utillad eli g,
d a d en forud sætter fri b evægeli gh ed a f d e to legemer. Den fører
da også til en alt for stæ rk afhængigh ed af w.

S. Noget tyd er p å , a t den sta tis ke og d en d ynamiske bæreevne kan
være væsen tlig forskell ige, lu en d er savnes i øvrigt nærmere kend
sk ab til dette forhold .

4. Alle r a m mefo rm lerne n egligei-er en række forskelli ge energita b
( fr iktion , dæmpning m. 11. ) . Beregningen af ene rg ita bet fra jordens
elastiske deformatio n i Hilcys formel foretages under så radikalt
sim p lifice re de forudsætninger, id et der ( a fsn it 2) ses bort fr a
afhæng igheden a f d, J) og j ord ens art, at væ rdien af korrektionen
bliver h øj st tvi vlsom. L igeledes er energitab et i rammepuden en
størrelse, det i d e flest e tilfælde er umuligt at beregn e.

5. End elig er p æl eramning i d et h el e taget en proces, d er in deholde r
mange uundgåeli ge usikkerhed smomenter, såle des at beregningen
af ramm een ergien pr. slag, ex lVH, er behæftet m ed stor usikkerhed.

Alle di sse forhold med fø re r, at m an ikke på forhånd k an a n tage,
a t d en bedste rammeformel er d en , der tager h en syn til d e flest mulige
energita b og se r m est »fu lds tæ n d ig« ud. Det eneste middel , m a n har
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til b ed ømmelse a f d e forskelli ge forml er, bli ver d erfor en sta tis tis k
a nalyse af ove re nsstemmelsen m ed u d fø r te b elastningsfors øg. id et d er
til sa m me nligning i und ersøgelsen medtages den teoretiske r amm e
formelku rve for Il = 2 og w = 1.

Ove re nsstemmelse n m ell em r amm eformel og b elastningsforsøg cr ud-

try kt ve d forholdet /-l = Qst, h vor Qr! Cl' d en af rammeformlen bcreg-
Q,!

nede bæreevne. Da spre d n inge n imidlertid ikke er lill e i forhold til
midd elværdi en af u , vil fordelingen af f1 ikk e være en normalfor
d eling, m en en udpræget skæv fordeling. En såda n for deling er m eget
ubehagelig at a rbejde m ed og føre r let til fal ske konklusioner. Det
indses f. eks. u midd elba r t, at m iddeltalle t af f1. ikk e uden videre kan
lægges til gr u n d for e n b etr agtning over , hvor sto r sik ker he dsgrad man
skal benytte, d a et s im pe lt mi dd elt al normal t ik ke fal d er samluen m ed
den værdi, der svare r til m aksimumsordi naten i fordeli ngsfu n ktionen .
Ve d b er egning af sp re d n ingen a:

a2 ~ _};_("-f1._-,f1._m,,,)__2
( Il - l)

hvor 11 er a ntallet af resultater og /-l m middelværdi en a f disse, vil m an
lægge fo r stor vægt p å de værdier, d er er stø rre e nd pm . E n delig er
spred n ingen beregnet p å d enne m åd e a fhængig a f p m. idet d et umiddel
b art ses , a t h vis rn a n m ultip lice rer all e værd ier m ed en konstant c ,
vil sp re d ninge n også blive multipliceret m ed c. Alle de n ævnte forhold
kan føre til irra tionell e slut n inge r.

I ste d et for a t u n dersøge fordeli nge n a f p vil d el d er for være praktisk
at opsøge en fu n k tio n a f f1 , so m m ed rimeli gh ed kan antages at følge
Ga uss' Iejlkurv e, h vis ra m m eformlen ik ke inde ho lder væsentl ige syste
m atis k e fejl. E n så dan funktion har man f. e ks . i log p; p m d efin ere s

}; log f1.
da ved log pm = ---- . Hvis log p er no rrn alford elt, vil d er være lige

Il 1
så stor san dsyn lighed for værdien ..!:!..... = a som værd ie n..!:!..... = - , h vilket

pm pm a
synes r a tio nelt. E ndvid ere se s (le t, at spred ni ngen på log fl ikke ændr es,
se lvom alle p'erne multipl iceres m ed su m me tal , c, h vilket fo r <l et
fø r st e vil s ige, at spredninge r ne for d e forsk elli ge forml er uden videre
kan sammenlig nes uden h en syn til , OlU /-lm a fviger mere elle r mindre
Ira l , og for d et a n det at sp re d n inge n p å logaritmen til d en vir ke lige
sik kerhedsgrad er lig m ed spre d n inge n p å log fl .
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I I I I I
Fordelingskurver for rommeformler :
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Und e rs øge lse n af fordelingen a f log Il foreta ges m est a nsk u eligt ved
b enyttelsen a f sa ndsyn lighed sp a p lr , d er er lineært inddelt p å a bs ciss e
aksen og p å ord in a taksen inddelt så ledes, at en normalfordeling over
ahsci sse væ rdi crne fremstill er en ret linie . Afsættes på d ette påpir log f-t
som a hs c isse og SO lll o rd inat d et anta l hclastningsfo rsog ( i °/0 a f d et
to tal e a nta l) . for hvilke log Il er m indre end nbsc issevrerdien , fås a ltså
en ret lin ie , hvis ford elingen folger Ga uss ' fejllov.

Resultat et a f en såd a n und ersøgelse ses på fig. 9. Det ses, a t Hiley's
form el (30 resultat er) har d en mest re tl ine d e ford eli ng, lu ens .la n b us
formel , So-formlen og d en teoreti sk b est emte kurve er praktisk talt
lige god e i d en n e h en seende og ve l kan s igl~s m ed til næ rm else a t være
retl in ed e. Fordelingsk u rv en fo r Eyte lwcin s form el er d erimod ud
p ræget k rum , hvilket {Ol' e t result a t a f formlen s gro ve sys te m a tis k e fejl.

Af fig, 9 kan også umiddelb a rt a flæses m id d elfejl en . id et d enne
ga nsk e sim pe lt er lig m ed b red d en af intervallet m ell em værdier ne
svaren d e til 1(i ,5 % og 83 ,3 "l« , stiledes at d en stej leste kurv e sva re r
til d en mind ste sp red n ing. Midd elfejlene p å log j.t er for de und ersøgte
Iorml cr:

3
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Eyt elwein ea . 0 ,5 7
Hi ley 0, 27
Janbu 0,25
SO'formlen 0,26
Den teoretiske kurve 0,23

19 56 : 3

SO' formlen, .Ianbu's og Hil ey 's formel er a l ts å praktisk talt tige go de,
m ens Eytel weins formel nærmest m å karakteri seres so m uanvendelig.
Det ses, at d en teore tiske k u rve er lidt bed re end selv d en b ed ste
ram me formel.

Det kan ga ns ke vis t hertil siges . at a nta llet a f forsøg er lovlig lill e
ud fra en stati sti sk betragtning, filen d el Cl' d og sto r t nok til . at d et
m å a nses for hojst u sandsynligt, at b illed et vil æ ndres r adikalt ved
tilvej ebringelsen a f et større m ateriale .

Man kan åben ha rt af denne undersøge lse konkluder e,

1) a t det er muligt at bestemme pæl es bæreevne i sa nd ved hj ælp af
en ram m eformel m ed en for prakti ske formål tilfredsstillende
nøj agtigh ed.

2) a t det væsen tligste ene rgitab ved ramni ngen h id rorcr fra pæl ens
elastiske deformationer (sa m t naturligvis fra rambu k ken . hvis ram
klod sen trækker wiren m ed i fald et ). og at en form e), der hlot ge n
nem en m eget simpel og rå tilnærmels e tager hensyn hertil . kan
hlive lige så n øjagtig (evt. nøjagtigere) end m ere komplicered e
lorrnlcr, der forsøger at korrigere ogs å for and re energitab ,

:i) indflydels en af parameteren w er så ringe, at den drukner i spred
ningen hidrørende fra faktorer. h vis indflydelse ikke i d ag behers kes
ve d beregning.

4) a t der ik ke vindes noget væsentl igt i fo røget n øjagtigh ed ved a t ind 
fore pæl ens clastis ke egenskaber på teoretisk korrekt m åd e, Den
fundne m iddelværdi af n = 2 m å an tagelig bet ragtes so m en rcn
regncstørrels e, sclvom d en (s e appendix) nok kan forekomme
under praktiskc forhold .

5) a t d et m å anses for ønske ligt. at m an her i landet snarest muligt
lader Eyt clweins form el gå ud af brug og ers ta tte a f en a f d e tre
a nd re undersøgte rammeformle r.

i til knytning til p unkt 5 hør d et erind res , a t " lierede de nnqældende
normer åbner muligh ed for benylle lse af an dre rammeformler.
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Fig. 10 .

Til yderlige re belysn in g af punk t 3 er for .lnn bus formel for h vert
en kelt af d e 67 helasln ingsfor søg, for hvil ke w er kend t, udregnet d en
værdi, m an skal till ægge l1 w for a t få ra m m eformlen ti l at ste m me m ed
belaslningsforsøgct. Man find er:

n Ul =
l

q2 + 2 qs '

Resultat erne er a fsa t på fig. 10 so m funkti on a f w . Det er lyd el igt . at
værd ien af en kor rektion for w e r r inge . Kun i d et specielle tilfælde ,
h vor d er på et bestemt a rbej de rammes m ed flere forsk ellige ra m b u kke,
kan d et være a f b etyd ni ng a t ind fore en korrek tion for lU . Denne m l,

så fuld helst hestemmes ve d forsog på sted et i hve rt en ke lt til fæl d e,
i d et mindste indtil spørgs m ålet e r nojere belyst.

Som afslutning p å d ett e a fsnit ska l d et nævnes, a t fig. 9 danner et
rationelt gru nd lag for fastsættelsen a f en sik kerhe d sg rad til anven
delse for d e forsk elli ge ra m meform ler , id et man for en bestemt nominel
sikkerhedsgrad n umi d d elba r t ka n aflæse sa ndsyn ligheden p for, a t
d en virkelige sikkerhedsgrad b liver mi ndre end elle r lig m ed t. Sætt es

3'
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således p = 2 ' / , find es, at m an for de undersø gte formler skal regn e
m ed ne denståe nde nominelle sikkerhedsgrader. n :

Eytelwe in n = 7,1
Hiley 11 = 1,4
J anbu Il = 2,:J
So-formlen n = 2,0

idet n best emmes af log n = - log 1-'2'/,'

8. Forholdet w.

Det er almindelig kendt, at man ved anvendelsen af rammeformler
til bestem me lse af pæles bæreevne må still e vis se krav til forholdet
mell em væg ten af pæl og ramsl ag. I de gældende dansk e normer
kræves d et såle des, at LV < 1. Det se r imidlertid ud til , at d elt e k rav
er begrun det r ent em pirisk, og d a d et ofte er vansk el igt a t få over h old t
i praksis - især for be to npæ le - kan det væ re af interesse at und er
søge det nærmere . Fig. 10, d er er et dir ekte udtr yk for nøja gtigh ed en
af Janbus formel so m funktion af tv , synes ikk e at tyd e på, at nøj
agtighe de n er dårligere for w > 1 end for lU < 1.

Nu er det en gans ke simpel sag at finde en øvre grænse for LU på
basi s af den dim en sion sløse fremstilling, Det er en se lvfølge lighe d , al
m an f. eks . for So-formlen må kræve, at q Cl' min dre end 1, og for
at ud elu kk e de helt s må ned syn kninger kan der være grund til at
skær pe delte k r a v til f. ek s. q < 0, 11. He raf fås:

Il 'a ,
7==~ ' V lV < 0 , 9
112 ypa HE

Il 'a -A

1/2 a IVHAE
L

Q
- =---;===
Qo

q

eller
2 ayp HE '0 ,92

w < 2 2
11 a

( :J9)

hvori Il er sik kerhe dsgrade n på pælens bæreevne og a den spæ nding ,
hvormed pæl en b elast es i brugsfil st and en. Sættes f. eks. Il = 2,5 og
a = 0, 8, fås følgende udtryk :
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for træpæle IV < 1,02 'H (H i III , a = 400 l/m2, Yp = O,81 /m3 ,

E ~ 106 t/m2 )

for j ernbetonpæle IV < 2.75·H (H i III , a = 600 t/m2 , Yp = 2,-1 t/m3 ,

E = 2' 106 1/m 2
)

for st ålpæle IV < 0,3-1 . H (H i III , a = IO' l/m2, YP = 7,85 l/m3,

E ~ 2,1 ' 107 l/m2 •

Det ses a ltså , a t for en faldhøjde på 1 ll1 svarer den ne betingelse for
træpæle ga nske til del empiri ske krav, m ens den ved betonpæle er
noget milder e og ved stå lpæle en hel del stre nge re.

H vis man ikke ud nytt er den tilladelige påv irk n ing i pælemat erialet
fuldt ud , æ nd res grænsen stærkt , da de n jo varierer m ed a i ande n
pot ens. Delt e vil dog i a lm inde lighe d ikke væ re a ktue lt . Derimod er
d er gr u n d til al understrege, a t d en her opsti lle de b etingel se ikke har
noget med rammeformlens nøj agtighed at gøre, m en alene m ed det
forho ld, at m an , hvis man overskri der de nævnte grænser. gansk e
sim pelt ikke kan f 311Il11C pæl en til den ønsk ed e bæreevne. Det vil nor
m alt også væ re uøk onomisk a t g~\ til grænsen m ed w, da det vil m ed
fore ram ning til m eget små ne dsyn kn ing er og derfor gore ra m ninge n
unedigt langva rig.

9. Faldhøjden /l.

Det er en kendt sag , at m an und er visse omstæ nd ighe der kan komme
til a t beskadige pæle n ved hård ramning. På hasis af den sv ingn ings 
teoretiske u ndersøgelse i a ppe nd ix kan m a n let udl ed e et sim pe lt u d 
tryk, der viser, at d et a lene er faldhojd en, der er hestemmende for,
0111 der indtræd er brud i pæl en under ramningen . Der ses dog i dell e
udtryk hort fra virkningen a f en evt . rummepude.

Del forud sættes lige som ved undersøgelsen af llJ at q < 0,9. I så
fa ld op træ der den maksimale spænding i pælen i fors te s pæ nd ings
bølge . \'i har for den maksimale kraft , Pma• (j fr. lign . (63) i appendix) :

P max

Qo

elle r

Pm ax = Umax· A I/WPI/ AE- 2 " WH -
W l.
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V AE
u max 'A = 2a:\\'pH - .

t.

1956 :3

Da IVp = Yp·A· L . få s heraf

---- V

I1m ax = Ih "'YP EH = E ' - •
u

(40)

hvor li er d en h a stighed . h vorm ed ramklodsen rammer pæle n .
Vi får a ltså , a t brud i pælen vil indtræffe under ramningen , hvis

faldhøjden overstiger :

HB ( 41)

For de sæ dva n ligt a nvendte pæl ematerial er fås :

Træ HB = 4,9 m (I1B = 2.5' 103 t/m2)

.lernbeton HB = 1,2 m (aB = 3.0 ' 103 t/m2)

Stål HB = 2.G 111 (I1B = 2.6 ' 10' t/m2)

Rammes der m ed for sto r fa ld højde, vil h rudde t fortrinsvis ske i pæle
h ov edet .

Hvis pælen r a m mes h årder e end til d en til q = 0,9 sva rende ned
synk ning, kan sp ænd ingerne vokse be tydeligt over den til (40) sva re nde
værdi, så ledes at risikoen for beskadigelse forøges stær kt. Det vil her
navnlig være pælespid sen . der er ud sat for brud .

10. Rammesondering.

Af d en for etagn e undersøgels e Fremgår det, at hæreevn en for en pæl
kan forudsiges m ed rimelig sikke rhe d ud fra rammeresu ltat erne. Su p
pl eres undersøgels en yderlige re m ed bel astningsforsog, ka n Juan forøge
rammeformlens nøjagtigh ed væsentligt , r. eks . ved i So-formlen a t ind
føre en ek sperimentelt bestemt l/-værdi.

Det er imidlertid k lart, a t man meget ofte vil være interesseret i ,
endnu inden ramningen begynder, at kunne vurd er e jordens ege n
s ka ber, så ledes a t f. eks . de ned vendige pælelængd er kan forudsiges
m ed rimelig nøj agtigh ed . Det er nærli ggende a t und er søge muligh eden
for at op nå disse oplys n inge r ved en rammesondering. Man tænker
sig a ltså udført ct in dled ende ramningsforsøg m ed passende let grej ,
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så ledes at forsøget kan udføres inden for et rim eligt tid srum og ud en
for store o mko stninger. Ved bearbejdelsen af rammeresult atcrn c og
eventuelt et tilhørende belastningsforsøg skulle m an så ledes opnå de
ønsk ed e forh ån dsopl ysnin ger om jorde ns egenskaber.

Principielt kan rammesonderingen naturligvis udføres ved, at man
ud en særlige ov erv ejelser rammer en stålstang ned gennem jorden og
ind sætter de fundne resultater i en rammeformel. Man f år da bestemt
en bæreevn efa ktor .v (j fr. ligning ( 15» og kan også ud fra f. e ks . d e
teoretiske ra m meformelk urver om regne resu ltaterne til hrug for de
vi rkelige pæle. hv or sa ndsynligvis båd e q . W. 11 og n' antage r andre
væ rdier. Det er imidlertid indlysend e, at m an hor lilstræb e al udfore
rammesonderingen ve d (le sa m me værd ier af de fire betragtede para
m etre so m i de virke lige pæl e. Dels sparer m an så den besværlige og
i bedste fald usikre om regning, og de ls har m an gru nd til at formode,
al også andre parametre (som f. eks . forho ld et m ell em sla tis k og dyna 
m isk bæreevne) bliver ide n tiske .

Som eksem p el b el ragles en 25 X 25 em j ernbetonpæl af \O m længd e.
Den antages at skulle ra m mes med en ramklod s med \V = 1500 kg
og H = 1 m . Man h a r altså:

A = 625 c m"
L = IO m
IVp = 1500 kg
IV = 1500 kg
H =lm

Idet " sælte s lil O,S find es:

So ~ V2 ' O,S ' 1500 ' 100 62;~~~10' = 1,3g em

625 '2 ' \0'
Qo = 1,:19 - """"-'-.

1000
173.000 kg

To =
\000

1
/ 2 . \O' . 9S1

2,4 . 10 3

3,5 ' 10- 3 sec,
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Ud ny ttes pælen fuldt ud. fås, id et d en till adelige be tonspændin g
sæltes til 60 kg/em2 og sikkerheden på pælens bæreevne til 2,5:

Q = 2,5 '60'625 = 93.7 50 kg.

Er jord ens rumvægt y = 1.7 t/m3, sva re r hertil en N-værdi p å ca . 90 ,
hv ilk et synes sa ndsynligt. Pælen vil så le des kunne udn yttes so m foru d
sal. Man har a ltså:

q = 0.54
w =l

Størrelsen 11 kan vanskeligt vurd er es, d a der kun lindes et m eget
begrænset antal m ålinger. Antages d et imidl ertid. at formel ( 21) gæl
der. kan eve ntue lle foreliggend e m od elfo rsøg på sa m me sa nds ort ud 
nyttes. A :-';OHEAS K N UD S E N og SvES N IE LSEN [5J fandt en k-værd i på
880 kg/em3 for en m odelpæl a f 2,6\) cm di amete r nedrammet i ca . 25 cm
d ybde. For sa nd af samme egenskahe r fås derfor for den b etragted e
pæl ifølge (21):

(
10 )1/32,4

k . æ• = 880 -- -- = 290 kg /em3

0,25 25

1000
11 = 290 --5 = 1,4 5 .

2 ·1 0

Som angiv et i afsni t 3 er der i litteraturen opgive t en k-værdi på
280 kg/Clll3, hvortil svarer en n-værd i p å 1,4 . Erfarin gsre su ltaterne for
k stam me r åben bar t fra pæle af den her betragted e størrels esorden.

Tænk es ramhatten udført af træ i 10 cm højd e. find es n' , idet :

, J()5 1000
11 = - -- = 50 .

10 2 '105

Det ses . at n' er m eget større end n . og desuden så stor, at man med
rimelig tiln ærmelse kan antage, at den er uend elig (d. v. s . se bort
fra den).

Idet rammesonden har sam me længde og nedram me t dy bde S0l11

pælen , ses d et af (2 1) . at d ens diameter skal variere omvend t p ro por
tion alt m ed elas tici tetsmo dulen, når der tilstræbes sam me værdi af fl.
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Udføres so nden i stå l, fås a ltså en side lin je på ca. 2,5 cm eller, for en
ci rkulær stang. en di ameter p å 2,8 cm. Af praktisk e grunde vil man
sikkert slæ k ke på kra ve l OIn a bsolu t ov ere nsstemmelse for n og i
ste det a nvende en sta ng In ed f. eks. 4 cm d iameter. Mnn få r da 11 = 1,0
i sledet for 1,45. h vil ket næppe er afgorende.

Af ( 16) ses de t nu , at II'H ska l være ca . 500 ga ng e m indr e for ramme
so nden end for pælen: m ed w = 1 fås d a II' ~ 1(JO kg og H = 3 cm .
Mens de t m å anses for et uomgængeligt krav, a t q skal væ re m ege t
nær d en samme for de lo p æle, kan IU 311 her øjensynligt slæ kke noget
pr! kr avene for w. En p ra kt isk m er e ge n nem førlig kombinati on sy nes
a t være lV = 25 kg og H = 12 cm, hvorved q blive r u ændret , mens IV

vokser til 4. Ønsker man a t bibeholde en n ' -værd i på 50 , skal ram
hallen nu være 1 cm hoj.

Med det skitserede arra ngement fås så ledes i det væse ntlige sa rri m e
forhold under so nderi ngen so m und er den planlag te ramning, og resul 
tatern e kan altså m ed rimelig sikke rhe d anvendes p t1 d e planlagte pæle .
Den maks imale bæreevne for so nde n sva re nde til fu ld udnytt else af
pælen er på k nap t 2 t, således a t det vil væ re overko m meligt a t sup
p lere de indl edende undersøgelser med et belastningsforsog. Et ell er
flere så danne be lastnin gsforsog "il formentl ig kunne elim ine re en stor
d el af den s p red n ing, der ov enfor er fu ndet på de enk elte ramm e
forml er, og så ledes m ot ivere en nedsættelse a f den nød vend ige sikker 
hed på pælenes bæreevne.
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ApPE:-IDIX

En svingningsteoretisk underseqelse af ramninqsprocessen.

Ved en nærm ere u nde rsøgelse af de spæ n dings bo lge r. d er optr æd er
i pælen HJuler ramningen . må bølgelign ingen (med tilhørende græ nse
hetin ge lser) for longitudi nal svingn inger i pælen hetragtes. Den ud led es,
id et der betragtes ligevægten for ct legem e i pælen . begræn set af to
ko nsekutive pæl etværsnit (jfr, fig. 11) .

Fig. n .

Trykkraften P pil . el vilk å rli gt tværsn it
pælen er givel ved:

iJZ
p = (JA ~ - AE iJX '

Den lola le ne dad retted e k raft på d el he
tr agtede legeme (a r hoj den dX) er :

iJP iJ2 Z
K, = - dl' = - iJX dK = .4E iJX2dK . ( 42 )

Leg eme t har mussen eA dX, og inertikra ften på legemet (positiv
o pad re ttet) e r der ror :

(43)

(44)
iJ2Z

(/2 _ - .
iJK2

Ligevægtsb etingelsen kræv er, at K, = K j til ethve r t tidsp unkt. a ltså,

idet a ~ I;::
Idet der indfo res de i a fsnit 2 fund ne di mensio nslose vnria hle, orn

form es ligningen til:

iJ2 z iJ2 z
iJt2 - iJ:r:2' (45)



1\)5(\: :J TO HBEN sø nENSE:'Il OG BE N'T IIA N S EN : HA :\I MEFOHMLE H 155

Denne ligning (holge ligningcn) har som genere l løsning :

z = t( l -x) +F(I +x) , (4 6)

hvor f og F er arbitrære funk tioner i een variabel, af hængige af de
giv ne græ n seb etinge lser. So m det ses, repræsenterer de lo bø lger, der
m ed has tighed en II bevæger sig hv er sin vej i pælen.

Den først e {-bø lge tI udløses til tiden I = O i p æl ehovedet og n år
ned til pælespidsen (.T = 1) , n år I = l. Ved re fleksio n fra pælespidsen
o ps tå r nu en F-bolge 1'1, der når o p til pæl etoppen. når I = 2 . Id e t
den reflekteres, dannes en ny {-bølge {2 o . S. V. ( 1 har a rg u men tværd ier
m ell em O og 2 og P I mell em 2 og 4. Er t- og F -fun k tion en kendt . k an
et vilkårligt p æ le tværsnits bevægelser fin d es af ( 46) . Hastighed erne og
tryk kræ fterne i pæle tværs nitte ne fin des a f : .

li = az = f' (i - x ) +F' (I + x )
a l

&z , ,
l' = - a x = t ( I-x) - P ( I +x) .

(47)

(48)

hvor ' angiver differentiation med hensyn til funktion ernes argument.
De analytiske udtryk for f og F bestemmes af græ ns ebetinge lserne

i p æletoppen og i p æle spidsen .
Den k ra ft. pæle to p pen p åvirker ra m k lodsen med (positi v so m tr yk

kraft) , kan skrives :
az

- AE - .
ax

Såfremt ac celerationen af p æl etoppen ( po sitiv nedad re tte t) er m in dre
end tyngdeacceleration en g . vil der være ko ntakt, og Ne wtons 2. lov
k a n opstilles for ra m k lods en :

ez IV a2 z
- AE -= - - - .ax y aT'

Gores denn e lignin g dimensionslø s, fås :

å z IV a2z

ax = IV. a 12 '

(49)

(50)
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Omskrevet i funktionerne { og F fås. idet d et erindres. at d et sogte
ud tryk er en dilTerentiallign in g for { ( F må ifo lge det foregående foru d
sæ ltes bekendt)

f" + wf' = - F " + iolt"; (5 1)

rog F skal her hav e samme argumen t ( / - .r = / + x).
Ved ov ergangen fra en {-funktion til en anden ( r. eks. id et den forste

F -bolge når op til pælehoved et) gælde r en hegyndelsesbetingelse. der
az

ud trykker. at z og iJ t er kontinuer te funktion er, altså :

og
(52)

gældende i overgangspunk tet.
Er pæ letoppens acceleration stør re end g. vil pæletoppen åbenba rt

forlade ram klods en og vil dereft er være fr i. Herefter gælder bl ot . a t
. az

kraften på pæletoppen er nul . alisa ax = O. eller :

t ' = F ' . (53)

Her hehøver kun z al være kontinuert, således at kun den øverste
a f overgangshet ing elsern e (52) gælder.

Græn sebetingelsen ved pælespids en "il afhænge af, om jorden er i
elastisk e ller p lasti sk tils ta nd . I før stnævnte til fælde fås ( for x = l ) :

az
- AE ax = kA ( Z - Zo). (5~)

Zo er her endep unktet for d en aktuelle al1astningsk urve (=Z - ~)
kA

j fr . arbejdskurven fig. 2. Gøres denne ligning dimensions los fås :

az
- = - II (Z- ZO) .ax (5.0)

Omsk revet til en differ entialligning for F (idet ( nu m å betragt es
som bekend t) lyder (55):

F' +IIF = (' -n{+nzo . ( 56 )
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F har her el a rgument, der er 2 større end f' s ( I + x = I - x + 2).
Er jorden i plastisk til stand, fås :

(ler let om skrives til :

ell er :

fi Z
- AE - ~ Q

fi x '

fiz
- = - q
fix

F' = f' -q .

( 57)

( 58)

(59)

I begge til fælde gælder den øverste af overgangs be tinge lserne (52).
Nå r før s te {-bølge nå r ned til pæ lespid sen. vil j orden åb en b a rt være

elastisk til stand end n u , hvorfo r (56) i be gyndelsen skal anvendes .
Ov ergangen til p las tisk tilstand, og d ermed lil ligni ng (59) , sker, nå r

fiz
- fi- = f' - F' bli ver lig q. På et se ne re tid spu n kt , når pæl ens ned pres

x
Iling er ved at være standset. vil jorden a tter gå over i elastisk tilstand ;

fi z
dette vil ske, når - = f' + F ' bli ve r nul (og dereft er negativ) . Her

fi l
pr åb en b a r t :

l ih q
zo =z + - - = z - -

n o.r n
(60 )

da ( 58 ) gælder i overga ngspunk tet.
Herefter er de nød ven dige ligninger til losning af den stilled e opgave

tilvejebragt. T il bestemm elsen af de n fø rs te {-bølge gælder (5 1). m ed
F = O. Som begyndelsesbeti ngelser fås :

Z =O
og

fi Z - -
- = u = Ih !xyH ,
fi T

O psk re vet di m ensio nslost :

{ = O
og

f' = l/w. ( IH)
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Der find es let :
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(62)

gæ lde nde for O < I - x < 2 . Af (48) find es:

p = ~/w e- W ( t - x ) . (63)

Man ha r altså p max = rI;;;" gældende for fro nten a f spænd ings bo lgen .
Det analyti sk e udtryk for r- og F -funktionen bliver efte r få trin

m eget kompliceret. bl. a . fordi man m å operere med to forsk ell ige
difTerentialligninger både i pæletoppen og i p ælespidsen . Man er derfor,
hortset fra de første trin , hen vist til at anvende en numerisk integration.
der f. eks. ka n udfores so m ned en for beskrevet.

Alle de betragtede di fferentialligninger har formen :

ell er

y" = Ay' + B

u' = CU + D ,

(64)

(65)

hv or A. H, C og D er kendte funktion er af y's argume nt x. Betragtes
to p unk te r svarende til x , og x 2 = x , + LI x . kan vi ved ( 64) foruds ætte,
at y . y' og y" er kendt for x = ~'1' Med en sim pel tilnærmelse kan
man nu skr ive :

, , 1 " " , 1 " ' )
Uz = U, + 2LI X (U, + Yz) = Y, + 2LI X (U, + AzUz + Bz .

I A og il s kal åbe nbart ind sættes x = x 2 . Lø ses denne lign ing med
hensyn ti l U~ fås :

• (' 1 " )YZ = 1 U, + 2LI X ( y, + B2 ) •

1 -c- - Ll xA2 z

Y~ find es ud af (64) og U2 af:

1 • •
Y 2 = y, + 2LI X ( y , + YZ) .

(66)

(Hi)
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Ved ( 65 ) fås til sva ren de:

1

1
1 7 - L1 X C22

(68)

og y~ find es af (55) . De numeriske be re gn in ger til nærværende artikel
er udført m ed L1 x ~ 0,2 ,

F o ruden d e o plysn inger om f . eks. spæn d ingsforholdene i pælen
u n der ram ningen, d er kan ud ledes af den fund n e løs n in g. find es di rekte
de n væ rd i a f s, der sva re r til det anvend te sæt parametre. so m zoo når
j orden for sidste ga ng kommer i elas tis k til stand . For hver integration
sv arende til et sæ t pararnetre find es altså et punkt p li den teoretisk e
rammeformelkurve (j fr. fig. 7).

Som eksem pel p å d e yde r lige re oplysninger m an ved d enne b ereg
ning får af rammeprocessens forløb , er på fig. 12 og 13 for et tilfælde
a f ne asy di-iving« optegnet dels pæl etvæ rs nitten es b evæ gelser , dels d e
o ptrædende trykkræft er i p æl en som funkti oner af t . Det bemærkes,
at pæl en s tyn gd epunk t stort set bevæger sig eft er en parabelformet
kurve, sam t at d enne bevægelse e r overlej ret af læn gd esvingninger i

I
I I I I I I I I I

Pæ/el væ rsnrtlenes bevæ gelser under roms/age ' f
q _0 2 r.• 02 ",·ro

Fig. 12.
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s,
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, Kræfter i pælen under romslaget
Q- O] " _0 2 w _ I O
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,
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-c
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Fi g. 13.

p æ len . Til liden t = 2 forlader p æl ehovedet r a m k lodse n . som d erefter
falder frit omtrent efter tangenten til kurven O p å fig. 12 (de t erind re s,
at tyngdcacceler a tionen g i den anvendte tids- og længdem ålestok er

g~ W
_ _0. hvilket kan omsk r ives til --.!!.. . altså i reglen en meget li lle stør -

So Qo
relse) . Efterslaget vil i delle tilfæl d e komme til tiden I = ca. 8 , h vo r
p æl ens p lastisk e n ed synkning er tilendebragt ; d et vil k un tilføre pælen
en ekstra slag energi p å ca. 2 % af d en oprindeli ge, h vorfor d er h elt
er se t bort fr a efte rs laget.

Spændings hølger ne p ..l fig. 13 Cl' k arakteristi sk e ved der es m eget
stej le fronter og ved pludselige sp ri ng fr a tryk ti l tr æk. Kurven 5 vise r,
at pælespid sen til tiden l = ca. g slipp er kontakt en m ed jorden . Taget
sam men give r de to figurer sikke r t et kva litativt rigtigt b illede af ram
ningsprocessen, m en det m å for ventes, a t Juan eks peri men telt ville
find e noget m odificer ed e kurvefor løb. Bl. a . på gr und af dæmpningen
og friktionen langs pælens side r vil kurverne svarencle til fig. 13 ut vivl
somt i naturen ha ve væ se ntl ig m ere a frunded e former og d esuden
amplitud er. so m aftager ret kraftigt m ed tid en. I hetonpæl e vil man
formentlig heller ikke kunne få så store tr æk spændinger sorn angivet
pa fig. 13.
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